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PARAME`TRES DE LANGLANDS ET
ALGE`BRES D’ENTRELACEMENT
Volker Heiermann
Abstract. Let G be a classical p-adic group and (ψ, ǫ) the Langlands parameter of
an irreducible supercuspidal representation of a Levi subgroup of G. Using data from
(ψ, ǫ), we determine explicitly the intertwining algebra of the representation which
is induced from the orbit of the supercuspidal representation associated to (ψ, ǫ).
RE´SUME´: Soit G un groupe p-adique classique et (ψ, ǫ) le parame`tre de Langlands
d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale d’un sous-groupe de Levi de G. Utilisant
des donne´es de (ψ, ǫ), nous de´terminons explicitement l’alge`bre d’entrelacement de
la repre´sentation induite par l’orbite de la repre´sentation cuspidale associe´e a` (ψ, ǫ).
Fixons un corps local non archime´dien F . On note | · |F sa valeur absolue
normalise´e, q la cardinalite´ de son corps re´siduel, ̟F un ge´ne´rateur de l’ide´al
maximal de son anneau de valuation et WF son groupe de Weil.
Le symbole G de´signe le groupe des points F -rationnels d’un groupe classique
connexe de´fini sur F . Nous entendons ici par groupe classique la composante neutre
du groupe des automorphismes d’un F -espace vectoriel laissant invariant une forme
biline´aire syme´trique ou symplectique. C’est ou un groupe symplectique ou un
groupe orthogonal, e´ventuellement non de´ploye´.
Notons Ĝ le groupe dual de Langlands associe´ a` G. C’est un groupe re´ductif
complexe connexe qui est orthogonal pair, si G est orthogonal pair, symplectique
si G est orthogonal impair, et orthogonal impair si G est symplectique.
Soit M un sous-groupe de Levi standard de G. Il s’identifie a` un groupe de la
forme GLk1(F )× · · · ×GLkh(F ) ×H , ou` H de´signe un groupe classique du meˆme
type que G. Notons GLk(F )
1 le sous-groupe de GLk(F ) forme´ des e´le´ments de
de´terminant de valeur absolue 1. Posons M1 = GLk1(F )
1 × · · · × GLkh(F )
1 ×H .
On appellera caracte`re non ramifie´ de M tout caracte`re complexe de M qui se
factorise par M1. Le groupe des caracte`res non ramifie´s forme un tore alge´brique
complexe, et l’alge`bre des fonctions re´gulie`res de cette varie´te´ alge´brique affine
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s’identifie a` l’alge`bre de groupe C[M/M1]. On e´crira B pour C[M/M1] et, pour m
dans M , bm pour la fonction re´gulie`re qui associe a` un caracte`re non ramifie´ χ la
valeur χ(m).
Soit (σ,E) une repre´sentation irre´ductible cuspidale deM . Notons O l’ensemble
des classes d’isomorphie de repre´sentations de la forme σ ⊗ χ avec χ caracte`re non
ramifie´ de M .
Il a e´te´ montre´ par J. Bernstein [BD] que la cate´gorie des repre´sentations irre´duc-
tibles lisses Rep(G) de G se de´compose en un produit direct de sous-cate´gories
pleines Rep(G)O indexe´es par les classes de conjugaison d’orbites O de repre´senta-
tions irre´ductibles cuspidales de sous-groupes de Levi M de G.
PosonsEB = E⊗CB, et notons σB :M → EB la repre´sentation deM de´finie par
σB(m)(e⊗b) = σ(m)e⊗bbm. Soit P =MU le sous-groupe parabolique standard de
G contenant le sous-groupe forme´ par des matrices triangulaires supe´rieures, et no-
tons iGP le foncteur d’induction parabolique normalise´ qui pre´serve l’unitarite´. Alors,
un autre re´sultat de J. Bernstein [Ru] dit que la cate´gorie Rep(G)O est isomorphe
a` la cate´gorie des modules a` droite sur l’alge`bre d’entrelacement EndG(i
G
PEB).
Remarquons que, pour tout caracte`re non ramifie´ χ de M , l’application de
spe´cialisation spχ : B → C, b 7→ b(χ), induit canoniquement un morphisme M -
e´quivariant (σB , EB) → (σ ⊗ χ,Eχ) et un morphisme G-e´quivariant (i
G
PσB, i
G
P
EB)→ (i
G
P (σ ⊗ χ), i
G
PEχ).
Notre but ici est de de´crire l’alge`bre EndG(i
G
PEB) explicitement en fonction du
parame`tre de Langlands (ψ, ǫ) de σ.
En effet, le parame`tre de Langlands (ψ, ǫ) de σ est connu graˆce au travail de C.
Moeglin [M] sur les re´sultat de J. Arthur, lorsque G est symplectique ou orthogonal
impair et F de caracte´ristique 0. Dans le cas de la composante neutre d’un groupe
orthogonal pair, il faut eˆtre un peu plus prudent et, par ailleurs, passer par le
groupe orthogonal tout entier qui n’est pas connexe, les re´sultats de C. Moeglin
n’e´tant e´nonce´s que dans ce cas. (Plus de de´tails sont donne´s a` la fin de la section
1.) La restriction a` la caracte´ristique 0 devrait eˆtre inutile, mais pour le moment
les re´sultats utilise´s relatifs aux parame`tres de Langlands ne sont disponibles qu’en
caracte´ristique 0.
D’autre part, on a calcule´ dans [H] l’alge`bre d’entrelacement d’une certaine sous-
repre´sentation iGPEBO de i
G
PEB et montre´ que celle-ci est isomorphe a` une alge`bre
de Hecke avec parame`tres (ou plutoˆt au produit semi-direct d’une telle alge`bre avec
un groupe fini). Rappelons [Ro] que la cate´gorie Rep(G)O est encore isomorphe a`
la cate´gorie des modules a` droite sur l’alge`bre EndG(i
G
PEBO).
Dans ce papier, on exprime d’abord le re´sultat de [H] sur l’alge`bre d’entrelace-
ment de iGPEBO en termes du parame`tre de Langlands de σ. Le re´sultat principal
concernant l’alge`bre d’entrelacement de iGPEB se trouve alors dans la section 5.
Pour la commodite´ du lecteur, on a rappele´ au de´but de cette sections toutes les
notations et de´finitions introduites ulte´rieurement.
L’auteur remercie C. Moeglin ainsi que C. Jantzen pour avoir discute´ avec lui
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sur leurs re´sultats respectifs, ainsi que A.-M. Aubert pour quelques corrections
stylistiques.
1. Soit F un corps local non archime´dien de caracte´ristique 0. Soit H un groupe
symplectique, la composante connexe d’un groupe orthogonal impair ou un groupe
orthogonal (non connexe) de´fini sur F . Notons Ĥ son groupe dual. Un parame`tre
de Langlands tempe´re´ pour H est un couple (ψ, ǫ), ou` ψ :WF ×SL2(C)→ Ĥ est un
homomorphisme qui ve´rifie les proprie´te´s suivantes: la restriction de ψ a`WF est un
homomorphisme continu dont l’image est borne´e et forme´e d’e´le´ments semi-simples.
La restriction de ψ a` SL2(C) est un homomorphisme de groupes alge´briques. La
deuxie`me composante, ǫ, est un certain caracte`re du centralisateur de l’image de ψ
qui doit par ailleurs avoir la ”bonne” restriction au centre de Ĥ .
Le parame`tre est dit discret, si l’image de ψ n’est contenu dans aucun sous-
groupe de Levi propre de Ĥ .
1.1 Il re´sulte des travaux de J. Arthur - via la correspondance de Langlands
locale pour les groupes line´aires ge´ne´raux p-adiques - qu’a` tout parame`tre discret
(ψ, ǫ) pour H correspond une unique repre´sentation de carre´ inte´grable τ(ψ, ǫ) de
H , et vice-versa, comme cela a e´te´ conjecture´ par Langlands (avec des raffinements
ulte´rieurs de P. Deligne et G. Lusztig).
1.2 C. Moeglin [M] a su expliciter les parame`tres qui correspondent a` des repre´-
sentations cuspidales. Explicitons cela: notons ι : Ĥ → GLk
bH
(C) la repre´sentation
naturelle de Ĥ et Jord(ψ) le multi-ensemble des composantes irre´ductibles de ι ◦
ψ. Ses e´le´ments sont des repre´sentations de la forme ρ ⊗ spa : WF × SL2(C) →
GLadρ(C), ou` ρ : WF → GLdρ(C) est une repre´sentation irre´ductible autoduale, a
un entier ≥ 1, et spa la repre´sentation irre´ductible de SL2(F ) de degre´ a. On a
donc
ι ◦ ψ =
⊕
(ρ,a)∈Jord(ψ)
ρ⊗ spa.
C. Moeglin a montre´ [M, 1.5] que τ(ψ, ǫ) est cuspidale, si et seulement si l’ensemble
Jord(ψ) est sans trou (i.e. (ρ, a) ∈ Jord(ψ), a ≥ 3, implique (ρ, a−2) ∈ Jord(ψ)) et
si le caracte`re ǫ est alterne´ avec la bonne restriction au centre de Ĥ . (On ne va pas
expliquer ici, ce que cela signifie, puisque nous n’en aurons pas besoin dans la suite.
Signalons seulement que l’existence d’un caracte`re ǫ n’est pas automatiquement
ve´rifie´e, si Jord(ψ) est sans trou.)
Si (ρ, a) ∈ Jord(ψ), alors a est impair si ρ et Ĥ sont tous les deux orthogonaux
ou tous les deux symplectiques. Dans le cas contraire, a est pair.
Si ρ est une repre´sentation irre´ductible autoduale de WF , notons, si cet entier
existe, aρ,ψ le plus grand entier a tel que (ρ, a) ∈ Jord(ψ). Sinon, posons aρ,ψ = −1
si ρ et Ĥ sont tous les deux orthogonaux ou symplectiques, et aρ,ψ = 0 sinon.
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Notons encore ρ la repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLdρ(F ) qui cor-
respond a` ρ par la correspondance locale de Langlands. Elle est autoduale. Si
GLdρ(F ) ×H est un sous-groupe de Levi de G, la repre´sentation de G de´duite de
ρ| · |xF ⊗ τ(ψ) par induction parabolique normalise´e est re´ductible pour un seul re´el
x ≥ 0. C. Moeglin [M] a montre´ que cet entier vaut (aρ,ψ + 1)/2. (Lorsque aρ,ψ
vaut −1 ou 0, la condition donne´e dans [M] porte sur le transfert d’une certaine
distribution stable. L’e´quivalence avec la condition ci-dessus est une conse´quence
des re´sultats annonce´s par J. Arthur.) Lorsque H est trivial, on conside`re Ĥ suiv-
ant la nature de G comme orthogonal ou symplectique. E´videmment, lorsque par
exemple H = 1 et ρ est un caracte`re autodual, ces re´sultats sont connus depuis
longtemps.
1.3 Proposition: Soit ρ une repre´sentation irre´ductible autoduale de WF . Soit
χ− un caracte`re non ramifie´ de WF tel que la repre´sentation ρ− = ρχ− soit autod-
uale et non isomorphe a` ρ. Notons tρ l’ordre du groupe des caracte`res non ramifie´s
χ de WF ve´rifiant ρ ≃ ρ⊗ χ.
Les entiers tρaρ,ψ et tρ−aρ−,ψ ont la meˆme parite´.
Preuve: Ces entiers sont impairs, si et seulement si tρ et aρ,ψ (resp. tρ− et aρ−,ψ)
sont tous les deux impairs. Remarquons que tρ et tρ− sont e´gaux. Comme ρ et
ρχ− sont autoduales, il est imme´diat que ρχ
2
− ≃ ρ. Supposons tρ impair. Quitte
a` multiplier χ− par un caracte`re χ qui ve´rifie ρ ≃ ρ ⊗ χ (ce qui ne change pas la
classe d’isomorphie de ρ−), on peut supposer dans ce cas χ
2
− = 1.
Mais, alors ρ est orthogonal (resp. symplectique), si et seulement si ρ− l’est.
Comme l’entier aρ,ψ (resp. aρ−,ψ) est impair si et seulement si Ĥ et ρ (resp. ρ−)
sont tous les deux orthogonaux ou symplectiques, ceci prouve la proposition. ✷
1.4 Le symbole H de´signera maintenant la composante connexe d’un groupe
orthogonal pair H ′ de´fini sur F . Le re´sultat suivant est la proposition 4.3 de [BJ]
(comple´te´ au cas non de´ploye´ par [J]):
Proposition: Soit τ une repre´sentation irre´ductible cuspidale de H, et soit
τ ′ une composante irre´ductible de la repre´sentation induite indH
′
H τ . Soit ρ une
repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLk(F ). Notons G
′ (resp. G) le groupe
orthogonal (resp. sa composante connexe) dont GLk(F )×H
′ (resp. GLk(F )×H)
s’identifie a` un sous-groupe de Levi standard maximal. Notons P ′ (resp. P ) le
sous-groupe parabolique standard maximal de G′ (resp. G) de Levi M ′ (resp. M).
Notons c un repre´sentant de l’e´le´ment non trivial de G′/G.
(i) Supposons G de´ploye´, k impair et ou bien τ 6≃ cτ ou bien H = 1 et k 6= 1.
Alors iGP (ρ| · |
x ⊗ τ) est irre´ductible pour tout nombre re´el x.
(ii) Supposons les conditions de (i) non ve´rifie´es. Fixons un nombre re´el x.
Alors, pour que iGP (ρ| · |
x ⊗ τ) soit re´ductible, il faut et il suffit que iG
′
P ′(ρ| · |
x ⊗ τ ′)
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soit re´ductible.
Cette proposition nous conduit a` introduire la terminologie suivante: appelons
parame`tre de Langlands d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale τ de H , le
parame`tre de Langlands (ψ, ǫ) d’une composante irre´ductible de la repre´sentation
induite indH
′
H τ . Ceci est e´videmment un abus de terminologie qui nous semble
toutefois justifie´ par le corollaire suivant qui est une conse´quence imme´diate de
la proposition ci-dessus et des re´sultats de C. Moeglin dans le cas d’un groupe
orthogonal pair (non connexe) de´crits dans la premie`re partie de cette section:
Corollaire: Soit (ψ, ǫ) un parame`tre de Langlands d’une repre´sentation irre´duc-
tible cuspidale τ de H. Soit ρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale autoduale
de GLk(F ). Notons G un groupe orthogonal connexe dont GLk(F ) ×H s’identifie
a` un sous-groupe de Levi standard maximal.
Alors, la repre´sentation induite de ρ|·|xF⊗τ par induction parabolique normalise´e
est toujours irre´ductible si G est de´ploye´, k impair et ou bien H = 1 et k 6= 1 ou
bien cτ 6≃ τ . Sinon, elle est re´ductible pour un seul nombre re´el x ≥ 0, et celui-ci
vaut (aρ,ψ + 1)/2.
2. Soit maintenant G un groupe symplectique ou la composante connexe d’un
groupe orthogonal. On appellera parame`tre de Langlands d’une repre´sentation cus-
pidale d’un sous-groupe de Levi de G un couple (ψ, ǫ), forme´ d’un homomorphisme
ψ : WF × SL2(C) → Ĝ qui ve´rifie par ailleurs la proprie´te´ suivante: si M est un
sous-groupe de Levi de G qui est minimal pour la proprie´te´ que l’image de ψ est
contenue dans le groupe dual M̂ , alors (ψ, ǫ) est le parame`tre d’une repre´sentation
cuspidale (σ,E) de M . On dira alors que M est un sous-groupe de Levi associe´ a`
(ψ, ǫ).
Deux tels parame`tres seront dits e´quivalents, s’ils sont conjugue´s par un e´le´ment
de Ĝ. Remarquons que la classe d’isomorphie de la repre´sentation iGPEB ne change
pas, si on passe a` un parame`tre e´quivalent. (Dans le cas de la composante connexe
d’un groupe orthogonal pair, cette notion se ge´ne´ralise de fac¸on e´vidente.)
2.1 Soit M un sous-groupe de Levi standard de G et (ψ, ǫ) le parame`tre de
Langlands d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale de M . Quitte a` conjuguer
(ψ, ǫ) par un e´le´ment de Ĝ, on peut toujours supposer que ψ soit de la forme
ρ˜1,1 ⊗ · · · ⊗ ρ˜1,d1 ⊗ ρ˜2,1 ⊗ · · · ⊗ ρ˜2,d2 ⊗ · · · ⊗ ρ˜h,dh ⊗ ψH ,
ou` les ρ˜i,j : WF → GLki(C) sont des repre´sentations de WF qui sont, pour i fixe´, la
tordue d’une meˆme repre´sentation irre´ductible cuspidale unitaire ρi par un caracte`re
non ramifie´. On peut choisir (et on choisira) ρi autoduale si la contragre´diente de
ρ˜i,j est isomorphe au produit de ρ˜i,j par un caracte`re non ramifie´, et on supposera
que ρi n’est pas la tordue d’une ρj , j 6= i, par un caracte`re non ramifie´. Le couple
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(ψH , ǫ) est le parame`tre de Langlands d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale
(τ, Eτ ) d’un groupeH du meˆme type que G, mais de rang plus petit, e´ventuellement
trivial. Notons ρi− la repre´sentation de WF , de´termine´e a` isomorphisme pre`s,
qui est le produit de ρi par un caracte`re non ramifie´ et qui est autoduale et non
isomorphe a` ρi. On peut par ailleurs supposer (et on supposera) aρi,ψH ≥ aρi−,ψH .
(Ce choix des ρi est conforme au choix du point de base effectue´ dans [H].) Le
sous-groupe de Levi M s’identifie alors a` un produit
GLk1(F )× · · · ×GLk1(F )×GLk2(F )× · · · ×GLkh × · · · ×GLkh(F )×H,
chaque facteur GLki e´tant re´pe´te´ di fois.
2.2 Plus pre´cise´ment, dans la re´alisation usuelle de G comme sous-groupe de
GLk
bG
(F ), M est l’ensemble des e´le´ments du groupe GLk1(F ) × · · · × GLkh(F ) ×
H ×GLkh(F ) × · · · × GLk1(F ), plonge´ diagonalement dans GLkbG(F ), qui sont de
la forme (m1,1,m1,2, . . . ,m1,d1 ,m2,1, . . . ,mh,dh ,mH ,
tm−1h,dh, . . . ,
tm−11,1).
Pour i = 1, . . . , h et j = 1, . . . , di − 1, on notera ri,j l’e´le´ment du groupe de
Weyl de G dont l’action sur M permute les coefficients mi,j et mi,j+1 (ainsi que
tm−1i,j et
tm−1i,j+1) d’un e´le´ment de M . Sauf si G est orthogonal pair, ki impair et ou
bien H = 1 ou bien τ n’est pas stable par l’automorphisme exte´rieur, on de´signera
par ailleurs, si ρi est autoduale, par ri,di l’e´le´ment du groupe de Weyl de G dont
l’action sur M permute les coefficient mi,di et
tm−1i,di de M .
On e´criraWψ pour le sous-groupe du groupe de Weyl de G engendre´ par les ri,j ,
et Wψ,i pour le sous-groupe engendre´ par les ri,j avec i fixe´. Le groupe Wψ est le
produit direct des Wψ,i. On identifie les e´le´ments de Wψ a` des e´le´ments de G a`
l’aide d’un choix de repre´sentants dans un certain sous-groupe compact de G.
2.3 Notons par abus de notations encore (ρi, Eρi) la repre´sentation irre´ductible
cuspidale de GLki(F ) qui correspond a` ρi. Posons
σ = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ · · · ⊗ ρh ⊗ τ,
chaque facteur ρi e´tant re´pe´te´ di fois. Notons E l’espace de cette repre´sentation.
Ce n’est en ge´ne´ral pas la repre´sentation de M qui correspond au parame`tre de
Langlands (ψ, ǫ), mais le produit de celle-ci par un certain caracte`re non ramifie´.
Ce choix ne change toutefois pas la classe d’isomorphie de la repre´sentation iGPEB .
2.4 Rappelons que GLki(F )
1 de´signe le sous-groupe de GLki(F ) forme´ des
e´le´ments de de´terminant de valeur absolue 1. Le groupe quotient GLk(F )/GLk(F )
1
est cyclique, engendre´ par l’image de la matrice diagonale hki := diag(̟F , 1, 1, . . . ,
1). Notons Stab(ρi) le groupe des caracte`res non ramifie´s χ de GLki(F ) (i.e. de
restriction triviale a` GLki(F )
1) tels que ρi ⊗ χ soit isomorphe a` ρi, et ti l’ordre de
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Stab(ρi). Il re´sulte de la correspondance de Langlands que ce nombre ti est e´gal au
nombre tρi de´fini en 1.3 relatif a` la repre´sentation galoisienne ρi.
Fixons une composante irre´ductible ρ1i de (ρi)|GLk(F )1 . Notons E
1
ρi le sous-espace
de Eρi correspondant a` ρ
1
i .
Proposition: (cf. [H,1.16]) On a
Eρi = ⊕
ti
j=1 ρi(h
j
ki
)E1ρi .
Posons Ejρi = ρi(h
j
ki
)E1ρ , de´finissons J = ×
h
i=1{1, . . . , ti}
di et, pour j = (j1,1, . . .
, jh,dh) dans J, posons E
j = E
j1,1
ρ1 ⊗ · · · ⊗ E
jh,dh
ρh ⊗ Eτ . Ce sont des sous-espaces
irre´ductibles de Eρi et E pour les actions de GL
1
ki(F ) etM
1 respectivement. Notons
les repre´sentations correspondantes respectivement ρji et σ
j . Elles sont deux a` deux
ine´quivalentes (cf. [H, 1.16]), et on a E =
⊕
j∈J E
j .
Rappelons que toute syme´trie simple ri,j de Wψ ve´rifie ri,jσ ≃ σ. On a donc
(ri,jσ
j , ri,jE
j) = (σri,j(j), Eri,j(j)) pour un certain ri,j(j) qui se calcule de la
manie`re suivante: si j = 1, . . . , di − 1, alors ri,j(j) se de´duit de j, en e´changeant
ji,j et ji,j+1. Si j = di, alors ρi est autoduale, et il existe j
′
i,di
tel que la con-
tragre´diente (E
ji,di
ρi )
∨ de E
ji,di
ρi soit isomorphe a` E
j′i,di
ρi . Alors, ri,di(j) se de´duit de
j, en remplac¸ant ji,di par j
′
i,di
.
3. Dans cette section pre´liminaire, on part de la situation donne´e dans 2.1. On
se fixe un entier i compris entre 1 et h, et on e´crira ρ = ρi, ρ− = ρi−, k = ki,
rj = ri,j , d = di, t = ti etc.
3.1 On distinguera dans la suite trois cas. Supposons d’abord G symplectique
ou orthogonal impair. Alors ces trois cas sont
(I) la repre´sentation ρ n’est pas autoduale;
(II) la repre´sentation ρ est autoduale, la repre´sentation galoisienne ρ ne figure
pas dans Jord(ψH), et ρ et Ĝ sont tous les deux ou orthogonaux ou symplectiques;
(III) la repre´sentation ρ est autoduale et la repre´sentation galoisienne ρ figure ou
dans Jord(ψH) ou ρ et Ĝ ne sont pas de la meˆme nature (i.e. l’un est symplectique
et l’autre orthogonal).
Si G est orthogonal pair et de´ploye´, alors on ajoute a` (I) le cas k impair avec ou
bien H = 1 et k 6= 1 ou bien τ(ψH) non invariant par l’automorphisme exte´rieur,
et on l’enle`ve des autres cas. Par ailleurs, on introduit le cas suivant:
(IIb) G est orthogonal pair et de´ploye´, H = 1, k = 1 et la repre´sentation ρ est
autoduale.
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Posons d′ = d − 1 dans le cas (I), d′ = d dans les deux autres cas. De plus,
sj := rj pour j = 1, . . . , d− 1, sd = rdrd−1r
−1
d dans les cas (II) et (IIb), et sd = rd
dans le cas (III). (Si l’entier i n’est plus fixe´, on e´crira si,j .) Si d = 1, on laisse s1
inde´fini dans les cas (I), (II) et (IIb).
3.2 Pour j = 1, . . . , d′ et χ un caracte`re non ramifie´ de M , notons JsjP |P (σ⊗χ)
l’ope´rateur d’entrelacement standard tel que de´fini dans [W, IV]. Cet ope´rateur
est de´fini pour χ en dehors d’un nombre fini de hyperplans. Il entrelace alors les
repre´sentations iGP (σ ⊗ χ) et i
G
sjP
(σ ⊗ χ). Il existe un e´le´ment J˜sj de HomG(i
G
PEB ,
iGsjPEB) et un e´le´ment psj ∈ B tel que spχJ˜sj = psj (χ)JsjP |P (σ⊗χ)spχ. (L’homo-
morphisme de spe´cialisation spχ a e´te´ de´fini dans l’introduction.)
Notons λ l’ope´ration par translations a` gauche de G sur iGPEB (le groupe G
agissant par translations a` droite) et τsj l’automorphisme de B qui envoie bm sur
bs−1j msj
. Suivant [H,2.4], on de´finit de la manie`re suivante, pour j = 1, . . . , d − 1,
un isomorphisme ρsj : i
G
P sjE → i
G
PE: notons h
(i,j)
k (ou h
(j)
k si i est fixe´) l’e´le´ment
de M dont toutes les entre´es sont e´gales a` 1, sauf celle en position (i, j) qui vaut
hk. Si j est compris entre 1 et d− 1, on pose
ρsj = [(χ(h
(j)
k h
(j+1)
k
−1
)− 1)λ(sj)Js−1j P |P
(σ ⊗ χ)]|χ=1]
−1.
Dans les cas (II) et (IIb), on pose, si d > 1,
ρsd = [(χ(h
(d)
k )− 1)(χ(h
(d−1)
k h
(d)
k )− 1)(χ(h
(d−1)
k )− 1)λ(sd)Js−1
d
P |P (σ ⊗ χ))|χ=1]
−1,
et dans le cas (III)
ρsd = [(χ(h
(d)
k )− 1)λ(sd)Js−1
d
P |P (σ ⊗ χ)]|χ=1]
−1.
De´signons par K(B) le corps des fractions de B. L’ope´rateur Asj = ρsjτsjλ(sj)p
−1
sj
J˜sj est un e´le´ment de HomG(i
G
PEB, i
G
PEK(B)) (cf. [H,3.1]).
Dans le cas (II), on se fixe par ailleurs un isomorphisme ρrd : rdσ → σ prolonge´
par fonctorialite´ en un isomorphisme iGP rdσ → i
G
Pσ qui sera toujours note´ ρrd , et
on e´crit Ard = ρrdτrdλ(rd)p
−1
rd
J˜rd . C’est e´galement un e´le´ment de HomG(i
G
PEB, i
G
P
EK(B)) (cf. [H,3.1]).
3.3 De´signons par indMM1 le foncteur de l’induction compacte. Rappelons que
EB = ind
M
M1E|M1 . On va d’abord s’inte´resser au sous-espace i
G
P (ind
M
M1E
j) de
iGPEB . L’ope´rateurAsj ne laisse en ge´ne´ral pas stable ce sous-espace. Pour re´me´dier
a` cela, il faut le multiplier avec un certain e´le´ment b ∈ B×. La proposition ci-dessous
est une conse´quence imme´diate de [H, 4.5] et de sa preuve.
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Proposition: Soit j = (j1,1, . . . , jh,dh) ∈ J. Pour 1 ≤ j ≤ d− 1, posons hj,sj =
(h
(i,j)
k h
(i,j+1)
k
−1
)ji,j−ji,j+1 . De´finissons hj,sd = (h
(i,d−1)
k )
ji,d−1−j
′
i,d (h
(i,d)
k )
ji,d−j
′
i,d−1
dans les cas (II) et (IIb) et posons hj,sd = (h
(i,d))ji,d−j
′
i,d dans le cas (III). Ce
dernier e´le´ment sera note´ hj,rd dans le cas (II).
L’ope´rateur bhj,sjAsj laisse invariant l’espace i
G
P (ind
M
M1E
j). Dans le cas (II), il
en est de meˆme de l’ope´rateur bhj,rdArd .
3.4 E´crivons J
j
sj pour l’e´le´ment de EndG(i
G
P (ind
M
M1E
j)) qui est e´gal a` la restric-
tion de bhj,sjAsj , ainsi que, dans les cas (II), J
j
rd pour la restriction de bhj,rdArd .
Pour j = 1, . . . , d−1, posons Xj = b
t
h
(j)
k
h
(j+1)
k
−1 , Xd = b
t
h
(d−1)
k
h
(d)
k
dans les cas (II)
et (IIb) si d > 1, et Xd = b
t
h
(d)
k
dans le cas (III). De´finissons par ailleurs a = aρ,ψ
et a− = aρ−,ψ (cf. 1.2).
D’apre`s [H, 5.2], il existe, pour j = 1, . . . , d− 1 ou bien encore j = d dans les cas
(II) et (IIb), un scalaire c tel que sp1(Xj − 1)Jsj = c(1− q
−t)sp1. Dans le cas (III),
fixons un caracte`re non ramifie´ χ− tel que ρ ⊗ χ− soit isomorphe a` ρ−. Il existe
alors des scalaires c− et c+ qui ne diffe`rent que par un facteur ±1 tels que
sp1(Xd − 1)Jsd = c+
(1− q−t
a+1
2 )(1 + q−t
a
−
+1
2 )
2
sp1
et spχ−(Xd + 1)Jsd = c−
(1 + q−t
a+1
2 )(1 − q−t
a
−
+1
2 )
2
spχ− .
Posons, pour j = 1, . . . , d− 1,
T
j
sj = q
tcJ
j
sj − (q
t − 1)
Xj
1−Xj
,
dans les cas (II) et (IIb)
T
j
sd = q
tcJ
j
sd − (q
t − 1)
Xd
1−Xd
,
et dans le cas (III), lorsque c+a− = c−a−,
T
j
sd = q
t(a+a−)/2+tc+Jsd −Xd
(qt(a+a−)/2+t − 1)Xd − q
t(a−+1)/2 + qt(a+1)/2
1−X2d
,
et, sinon,
T
j
sd = q
t(a+a−)/2+tc+XdJs −Xd
(qt(a+a−)/2+t − 1)Xd − q
t(a−+1)/2 + qt(a+1)/2
1−X2d
.
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Notons finalement Mψ le sous-groupe de M engendre´ par les e´le´ments m dont
la projection sur chaque facteur GLki′ (F ) est une puissance ti′ e`me, et Bψ la sous-
alge`bre de B engendre´e par les e´le´ments bm avec m ∈M
ψ. (Dans les notations de
[H], Bψ s’identifie a` BO avec O e´gal a` l’orbite inertielle de σ.)
Proposition: (cf. [H, 5.4, 7.4, 7.6]) L’alge`bre Bψ, les ope´rateurs T
j
sj , ainsi que
l’ope´rateur J
j
rd dans le cas (II), sont contenus dans EndG(i
G
P ( ind
M
M1E
j)).
On a les relations suivantes:
(i) pour j = 1, . . . , d− 1 et, dans les cas (II) et (IIb), aussi pour j = d,
(T
j
sj + 1)(T
j
sj − q
t) = 0.
Dans le cas (III),
(T
j
sd + 1)(T
j
sd − q
t
a+a
−
2 +t) = 0.
(ii) pour j = 1, . . . , d− 2 et, dans les cas (II) et (IIb) aussi pour j = d− 1, on a
T
j
sjT
j
sj+1T
j
sj = T
j
sj+1T
j
sjT
j
sj+1 .
Dans le cas (III), on trouve
T
j
sd−1T
j
sdT
j
sd−1T
j
sd = T
j
sdT
j
sd−1T
j
sdT
j
sd−1 .
En particulier, lorsque w = sj1 · · · sjl est un e´le´ment de Wψ,i avec l minimal,
l’ope´rateur T
j
sj1 · · ·T
j
sjl
ne de´pend que de w et non pas de la de´composition de w en
syme´trie simple choisie.
(iii) Soit m la puissance te`me d’un e´le´ment de M . Alors, pour j = 1, . . . , d− 1
et, dans les cas (II) et (IIb), e´galement pour j = d,
bmT
j
sj − T
j
sjbsj(m) = (q
t − 1)
bm − bsj(m)
1−X−1j
.
Dans le cas (III), on trouve
bmT
j
sd − T
j
sdbsd(m) = (q
t
a+a
−
2 +t − 1 +X−1d (q
t a+12 − qt
a
−
+1
2 ))
bm − bsd(m)
1−X−2d
(iv) Dans le cas (II) finalement, on a de plus, pour j = 1, . . . , d, T
j
sjJ
j
rd =
J
j
rdT
j
r−1
d
sjrd
, (J
j
rd)
2 est un ope´rateur scalaire et, lorsque b ∈ Bψ, J
j
rdb =
rdbJ
j
rd .
3.5 La proposition ci-dessus nous conduit a` de´finir, pour w = s1 · · · sl dansWψ,i,
Tw = T
j
s1 · · ·T
j
sl , lorsque s1 · · · sl est une de´composition minimale de w.
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4. On part toujours de la situation donne´e dans 2.1, mais on ne fixe plus
i. L’objet de section est de de´crire EndG(i
G
P (ind
M
M1E
j)) pour un j dans J fixe´.
Pour cela, notons W ◦ψ le sous-groupe de Wψ engendre´ par les e´le´ments si,j , posons
ri = ri,di , lorsque ρi ve´rifie les hypothe`ses du cas (II), et notons Rψ le sous-groupe
de Wψ engendre´ par ces ri. Le groupe Wψ est alors le produit semi-direct de
Rψ avec le sous-groupe normal W
◦
ψ [H, 1.12]. On e´crira W
◦
ψ,i pour l’intersection
W ◦ψ ∩Wψ,i et Rψ,i pour {1, ri}.
4.1 Proposition: (i) Si w ∈W ◦ψ,i et w
′ ∈ W ◦ψ,i′ avec i 6= i
′, alors les ope´rateurs
T
j
w et T
j
w′ commutent.
(ii) Si r ∈ Rψ,i et w ∈W
◦
ψ,i′ avec i 6= i
′, alors les ope´rateurs J
j
r et T
j
w commutent.
(iii) Pour tout r, r′ dans Rψ, les ope´rateurs J
j
r et J
j
r′ commutent.
La proposition nous le permet de de´finir T
j
w pour tout w ∈ W ◦ψ et J
j
r pour
r ∈ Rψ , r 6= 1, en posant T
j
w = T
j
w1 · · ·T
j
wh , lorsque w = w1 · · ·wh avec wi ∈ Wψi ,
et J
j
r = J
j
r1 · · · J
j
rh , lorsque r = r1 · · · rh avec ri ∈ Rψ,i.
4.2 The´ore`me: (cf. [H, 7.7]) Soit j dans J. Les ope´rateurs J
j
rT
j
w, w ∈ W ◦ψ et
r ∈ Rψ, forment une base du Bψ-module EndG(i
G
P (ind
M
M1E
j)).
La sous-alge`bre de EndG(i
G
P (ind
M
M1E
j)) engendre´e par Bψ et les T
j
w est une
alge`bre de Hecke avec parame`tres. En particulier, EndG(i
G
P (ind
M
M1E
j)) est iso-
morphe au produit semi-direct de cette alge`bre de Hecke avec parame`tres avec un
sous-groupe isomorphe a` Rψ.
Remarque: On a Rψ 6= 1, si et seulement si au moins un des ρi n’apparaˆıt pas
dans Jord(ψH ) et que ρi et Ĝ sont ou tous les deux orthogonaux ou tous les deux
symplectiques, ainsi que, dans le cas G de´ploye´ et orthogonal pair, ou bien ki pair
ou bien H 6= 1 et τ invariant par l’automorphisme exte´rieur de H .
5. On va maintenant proce´der a` la description de EndG(i
G
PEB), lorsque (σ,E)
est une repre´sentation irre´ductible cuspidale d’un sous-groupe de Levi M de G de
parame`tre de Langlands (ψ, ǫ) (voir 1.2 pour la de´finition de ce parame`tre, lorsque
G est symplectique ou orthogonal impair, et la section 1.4, lorsque G est orthogonal
pair). A e´quivalence pre`s, on peut supposer que M s’identifie a` un produit
GLk1(F )× · · ·GLk1(F )×GLk2(F )× · · · ×GLkh × · · · ×GLkh(F )×H,
chaque facteur GLki e´tant re´pe´te´ di fois (cf. 2.1) et que ψ soit de la forme
ρ˜1,1 ⊗ · · · ρ˜1,d1 ⊗ ρ˜2,1 ⊗ · · · ⊗ ρ˜2,d2 ⊗ · · · ⊗ ρ˜h,dh ⊗ ψH ,
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ou` les ρ˜i,j : WF → GLki(C) sont des repre´sentations de WF qui sont, pour i fixe´, la
tordue d’une meˆme repre´sentation irre´ductible cuspidale unitaire ρi par un caracte`re
non ramifie´. On peut (et on va) choisir ρi autoduale si la contragre´diente de ρ˜i,j
est isomorphe au produit de ρ˜i,j par un caracte`re non ramifie´, et on supposera que
ρi ne soit pas la tordue d’une ρj , j 6= i, par un caracte`re non ramifie´.
Rappelons que l’on a de´signe´ par ρi− la repre´sentation de WF , de´termine´e a`
isomorphisme pre`s, qui est le produit de ρi par un caracte`re non ramifie´ et qui
est autoduale et non isomorphe a` ρi. E´crivons ai (resp. ai−) pour l’entier aρi,ψ
(resp. aρi−,ψ) de´fini par C. Moeglin (cf. 1.2 - 1.4) et ti pour l’ordre du groupe des
caracte`res non ramifie´s de GLki(F ), stabilisant la classe d’isomorphie de ρi. On
peut (et on va) supposer ai ≥ ai−.
Rappelons finalement que iGPEB =
⊕
j∈J i
G
P (ind
M
M1 E
j), l’ensemble J et les
espaces Ej ayant e´te´ de´finis dans 2.4.
5.1 On a de´fini dans 2.2, 3.1 et 4. le groupe de Weyl Wψ = W
◦
ψ ⋊ Rψ qui
est engendre´ par les syme´tries simples si,j de W
◦
ψ et Rψ. On avait de´signe´ dans
3.4 par Mψ le sous-groupe de M engendre´ par les e´le´ments m dont la projection
sur chaque facteur GLki′ (F ) est une puissance ti′ e`me, et Bψ la sous-alge`bre de B
engendre´e par les e´le´ments bm avec m ∈ M
ψ. Dans 4.2 on a de´fini, pour tout
j ∈ J , w ∈ W ◦ψ et r ∈ Rψ, des ope´rateurs T
j
w et J
j
r dans EndG(i
G
P (ind
M
M1 E
j)).
Posons, pour w ∈W ◦ψ et r ∈ Rψ ,
Tw =
⊕
j
T
j
w et Jr =
⊕
j
J
j
r .
E´crivons Xi,j pour l’e´le´ment Xj , de´fini dans 3.4 relatif a` ρi et ψH . Pour j ∈ J,
notons hj l’e´le´ment de M qui est le produit des (h
(i,j)
ki
)ji,j (cf. 3.2), 1 ≤ i ≤ h,
1 ≤ j ≤ di. Si χ ∈ Stab(O), l’application φχ : i
G
PEB → i
G
PEB qui agit sur chaque
sous-espace iGP (ind
M
M1E
j) par le scalaire χ(hj) est un automorphisme G-e´quivariant
de iGPEB [H, 2.6].
5.2 The´ore`me: L’ensemble des φχJrTw avec χ ∈ Stab(O), r ∈ Rψ et w ∈ W
◦
ψ,
forme une base du B-module EndG(i
G
PEB). La sous-B
ψ-alge`bre engendre´e par Bψ
et les ope´rateurs Tw est une alge`bre de Hecke avec parame`tres. En particulier, pour
tous i = 1, . . . , h on trouve:
(i) pour j = 1, . . . , di − 1 et, si ρi ve´rifie l’hypothe`se (II) ou (IIb) de 3.1,
e´galement pour j = di, on a
(Tsi,j + 1)(Tsi,j − q
ti) = 0.
Si ρi ve´rifie l’hypothe`se (III), on a
(Tsi,di + 1)(Tsi,di − q
ti
ai+ai−
2 +ti) = 0.
PARAME`TRES DE LANGLANDS ET ALGE`BRES D’ENTRELACEMENT 13
(ii) pour j = 1, . . . , di − 2 et, si ρi ve´rifie l’hypothe`se (II) ou (IIb), e´galement
pour j = di − 1, on a
Tsi,jTsi,j+1Tsi,j = Tsi,j+1Tsi,jTsi,j+1 .
Si ρi ve´rifie l’hypothe`se (III), on a
Tsi,di−1Tsi,diTsi,di−1Tsi,di = Tsi,diTsi,di−1Tsi,diTsi,di−1 .
En particulier, lorsque w = si1,j1 · · · sil,jl est dans W
◦
ψ avec l minimal, alors l’ope´ra-
teur Tsi1,j1 · · ·Tsiljl ne de´pend que de w et non pas de la de´composition choisie.
(iii) Soit b dans B. Si j = 1, . . . , d− 1 et, si ρi ve´rifie l’hypothe`se (II) ou (IIb),
e´galement pour j = di, on a
bTsi,j − Tsi,j
si,j b = (qti − 1)
b− si,jb
1−X−1i,j
.
Si ρi ve´rifie l’hypothe`se (III), on trouve
bTsi,di − Tsi,di
si,di b = (qti
ai+ai−
2 +ti − 1 +X−1i,di(q
ti
ai+1
2 − qti
ai−+1
2 ))
b − si,di b
1 −X−2i,di
Par ailleurs,
(iv) Pour tout r ∈ Rψ, b ∈ B et s ∈ Wψ, on a TsJr = JrTr−1sr, J
2
r est un
ope´rateur scalaire et Jrb =
rbJr.
(v) Les automorphismes φχ commutent avec les Tw, Jr et les e´le´ments de Bψ.
En ge´ne´ral, on a pour m ∈M , φχbm = χ(m)bmφχ.
Remarque: Notons Rat(M) l’ensemble des caracte`res rationnels de M . Dans
le langage de Lusztig [L], l’alge`bre de Hecke du the´ore`me est associe´e a` la donne´e
radicielle basique (Λ,Σ,Λ∨,Σ∨,∆) avec Λ e´gal a` l’image de Mψ dans M/M1, Λ∨
e´gal au sous-ensemble de Rat(M)⊗R qui est en dualite´ parfaite avec Λ par (m,χ⊗
x) 7→ −x logq(χ(m)), Σ = {
wXi,j |w ∈ W
◦
ψ, i = 1, . . . , h et j = 1, . . . , d
′
i}, Σ
∨ e´gal
au syste`me de racines dual dans Λ∨ et ∆ = {Xi,j |i = 1, . . . , h et j = 1, . . . , d
′
i}.
(Rappelons que d′i a e´te´ de´fini a` la fin de 3.1. Le fait que ceci forme bien un syste`me
de racines est prouve´ dans [H, 6].)
Les parame`tres de l’alge`bre de Hecke dans le langage de Lusztig (il propose
plusieurs terminologies) se lisent directement sur les relations donne´es dans le
the´ore`me 5.2 selon les diffe´rents cas. Remarquons que les parame`tres ti
ai+ai−
2
sont toujours des entiers suite a` la proposition 1.3.
On ne peut pas prendre pour Λ le re´seau M/M1 tout entier, puisque Σ∨ n’est
pas inclus dans le re´seau dual (a` moins que tous les ti soient nuls). Donc, la B-
sous-alge`bre engendre´e par les ope´rateurs Tw n’est pas une alge`bre de Hecke avec
parame`tres au sens strict de la terminologie de Lusztig.
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5.3 Lemme: Pour tout j, la projection pj de iGPEB sur i
G
PE
j est une combinai-
son C-line´aire des automorphismes φχ, χ ∈ Stab(O).
Preuve: Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer j = (1, 1, . . . , 1) =: 1. Pour
j diffe´rent de 1, on peut choisir un caracte`re χj dans Stab(O) tel que χj(h
j) 6= 1.
L’endomorphisme φχ − χj(h
j) est alors trivial sur iGPE
j et non trivial sur iGPE
1.
Le compose´ de tous ces endomorphismes pour j 6= 1 (dans n’importe quel ordre)
est alors un endomorphisme de iGPEB qui est trivial sur chaque sous-espace i
G
PE
j ,
j 6= 1, et qui agit sur iGPE
1 par un scalaire non nul e´gal au produit des 1− χj(h
j).
✷
5.4 Preuve du the´ore`me 5.2: Il est clair que B, les automorphismes φχ et les
Tw ainsi que les Jr sont dans EndG(i
G
PEB). Il reste a` voir que la sous-alge`bre A
engendre´e par ces ope´rateurs est e´gale a` EndG(i
G
PEB). Soit Φ ∈ EndG(i
G
PEB).
Comme Φ =
⊕
j p
j ◦Φ, on est ramene´ au cas ou` l’image de Φ est contenue dans un
des espaces iGPE
j .
Fixons j. Pour tout i dans J, il existe un e´le´ment mi de M tel que bmii
G
PE
j =
iGPE
i. La restriction a` gauche de bmiΦ a` l’espace i
G
PE
i de´finit un endomorphisme
de iGPE
i. Par le the`ore`me 4.2, c’est donc une combinaison Bψ-line´aire des J
i
rT
i
w,
r ∈ Rψ et w ∈ W
◦
ψ. Notons b
i
r,w les coefficients dans cette combinaison line´aire. On
trouve alors
Φ =
⊕
i
b−1mi
∑
r,w
bir,wJ
i
rT
i
w.
Or, comme T
i
w = piTw et J
i
r = piJr, cet ope´rateur appartient suite au lemme 5.3 a`
A. Il en est donc de meˆme de Φ. ✷
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